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1 Problemas Propuestos.
Problema 1. El bloque rectangular que se muestra gira alrededor de la diagonal O A con velocidad

angular constante de 6.76 M Si la rotacién es en sentido contrario al de las manecillas del reloj
cuando se observa desde A, determine velocidad y aceleracién del punto B en el instante indicado.’

o

Figure 1: Gréfica de un bloque rectangular sujeto a rotacién .

Solucién. Primeramente encontraremos un vector unitario en la direccién del vector 7o 4. Se
tiene que
Tajo = 5in.1+31.24n. 5 + 12in. k.

IEste es el Problema 15.9 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.



Por lo tanto,

X Ta/0 5in.i+31.2in.j 4+ 12ink 25 . 12. 60 -
uoA = 75 = =it =+ —
| 7as0 | V52 +31.22 + 122 169 137 " 169

De estos resultados puede calcularse el vector velocidad angular del bloque rectangular & como

. .o\ rad.
&= tos = (1z‘+6.24j+2.4k)l
S.

Debe notarse que esta definicién del vector velocidad angular cumple con las caracteristicas indi-
cadas en la teoria de la cinemética de cuerpos rigidos.

Ademas como la magnitud de la velocidad angular es constante y el cuerpo estd sujeto a
rotacién alrededor de un eje fijo, el vector ip 4 es constante y & también es constante. De aqui
que

L dd 4
a=_-=0
Finalmente, determinaremos 7op, pues B es el punto cuya velocidad y aceleracion se desea

conocer y O es un punto a lo largo del eje de rotacion.
75/0 = 5in.i+15.6in. 5 + 0in. k.
Por lo tanto
Up = Gxip0 = (1%+ 6.247 + 2.4 k) x (5 in.i +15.64n.  + Oin. k) - (—37.44%+ 12,0 — 15.61%) %

De manera semejante,

R N A d.

dp =X Tpj0 +3 % (& % Tp/0) =@ X (&% Tpj0) = (~126.1447 — 74.256 ] + 245.6256 k) -
s2.

Problema 2. En el problema 1, determine la velocidad y aceleracién del punto B en el instante

gnostrado, suponiendo que la velocidad angular es de 3.38 “:d y que disminuye a razén de 5.07 :“Td

Solucién: Del problema 1, se sabe que

X 5in.i+31.2in.) 4+ 12ink 25 . 12, 60 -
toa = =—it+Jjt+t—k
VB2 +31.2% 1 122 169" 137 169

De estos resultados puede calcularse el vector velocidad angular del bloque rectangular & como

R . N N ~\ rad.
w=|w|UOA:(O.5Z—|—3.12]+1.2k)—
S.

T;‘;d' la aceleracion angular esta

Puesto que la velocidad angular esta disminuyendo a razén de 5.07
dado por
25, 12, 60 -

i+ =i+ —k)=(-075i—468)—1.80k
169Z+13j+169) ( ' J )

- N rad.
a=|al toa =-5.07 —

s2.
De esta manera, la velocidad del punto B, esta dada por

Tp = Bxip)0 = (0.5%+3.12j‘+ 1.21%)x(5m.%+15.6m.j'+0m. k) - (—18.72%+6.0}—7.81%)

in.
s
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De manera semejante,
ip = ax¥po+dx(dx7E0)
- (—0.75%— 4687 —1.80 k) x (5 in.i+15.6in. } + 0in. k)
+ (0.5% £3.125+ 1.21%) x [(0.5% +3.125+1.2 k) x (5 in.i+15.6in.; + 0in. k)}

= (34567 - 27.564 + 73.1064 k) o

Problema 3. La varilla acodada ABCD gira con velocidad angular constante de 75 %
alrededor de una linea que une los puntos A y D. Si en el instante considerado la velocidad de la
esquina C va hacia arriba, determine velocidad y aceleracién para la esquina B.3

120 mm

XL _ - o
' 90 mm X

ZU0 mam
—— O

Figure 2: Barra doblada sujeta a rotacién alrededor de un eje fijo.

Solucion. Primeramente determinaremos el vector de posicion del punto A respecto del punto
D, dado por .
Ta/p = —200mm.i+ 120 mm. j + 90 mm. k.

De manera que un vector unitario a lo largo del eje de rotacién estd dado por

[ 7asp | \/ (—200)% + 1202 + 902

N TA/D —200mm. i + 120 mm.j + 90 mm.k 4. 12, 9 .
UpA = —=1
De estos resultados puede calcularse el vector velocidad angular del bloque rectangular & como
4, 12, 9 .\ rad. A N ~\ rad.

. .9 \rad - o ) rad.
= 25]+25k> - ( 60Xi+36] +27\ k) =,

Donde A puede tener unicamente dos valores, es decir A € {1,—1} e indicard el sentido de la
velocidad angular. Por otro lado, el vector de posicién del punto C' con respecto al punto D —hay
otras muchas opciones, pero esta es la mas sencilla— esta dado por

Tc/p = 0mm. i+ 0mm.j +90mm. k.

3Este es el Problema 15.13 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.



Por lo tanto, la velocidad de C' estd dada por
R A ~ d. A A A ~ .
To = Gxig)p = [/\ (—60>\i+ 360 + 27>\k) %} ><<90mm. k:) - (3240>\i+ 5400>\j+0k) ”";—m

Puesto que se sabe que la velocidad del punto C va hacia arriba, en términos menos coloquiales,
que la componente Y de la velocidad de C, 9¢, es positiva, resulta entonces que

A=1.

Por lo tanto, la velocidad angular de la barra doblada esta dada por

&= (—60%+36j‘+27/§;) %d'

Ademas puesto que el vector de posicién del punto B con respecto al punto A —hay otras muchas
opciones, pero esta es la mas sencilla— esta dado por

TB/A = 200 mm. i + Omm.j' + 0mm. k.
La velocidad del punto B estd dada por

mm.

i = @ X /4 = [(—602+36j+271%) %} x (200mm.%) - (5400}'—72001%) =

Mas aun, puesto que la magnitud de esta velocidad angular es constante y el movimiento es de
rotacién alrededor de un eje fijo, y por lo tanto, la direccién de la velocidad angular es también
constante, se tiene que

a=0.

Por lo tanto, la aceleracién del punto B esta dada por

mm

dn = &xTpa+@x (§x7na) =@ x (&% 7inya) = (405000 - 432000 j - 324000 k) 5

(4057 - 432 - 3241)
s<.

Problema 4. Cuando se pone en operacién, un motor alcanza su velocidad nominal de 2400
r.p.m. en 4 segundos y, al desactivarse, tarda 40 segundos para llegar al reposo. Si el movimiento es
uniformemente acelerado, determine el niimero de revoluciones que ejecuta el motor a) al alcanzar
la velocidad nominal, b) al detenerse.*

Solucién: Para la primera parte del problema, puesto que el movimiento es uniformemente
acelerado, se tiene que

a(t) = a,

sujeto a las condiciones iniciales, para t = 0, w(0) = 0 y 6(0) = 0. Por lo tanto,

dw (t)=at+
=« (6] w =« C
dt !
Sustituyendo la primera condicién inicial, ¢; = 0, por lo que

w(t) =at

4Este es el Problema 15.5 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
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rad.
s.

Si se sabe que para t = 4 segundos, w(4) = 2400r.p.m. = 251.32
angular esta dada por

, se tiene que la aceleracién

251.32 rad. rad.

Integrando la ecuacion de la velocidad angular, se tiene que
L s
o(t) = 5 at® + co.

Sustituyendo la condicién inicial para t = 0, 8(0) = 0, se tiene que co =0y

Por lo tanto, para t = 4 s., se tiene que

1 d.
0(4) = 3 <62.831 :aT) (45) = 502.65 rad. = 80 revoluciones.

Para la segunda parte del problema, también el movimiento es uniformemente acelerado, se
tiene que
a(t) = a,

sujeto a las condiciones iniciales, para t = 0, w(0) = 2400 r.p.m. = 251.32%.‘1' y 0(0) = 0. Por lo
tanto,
dw _ ! ) w(t)=at+c
dt - K

Sustituyendo la primera condicién inicial, c3 = wy = 251.3252

Sfl', por lo que

w(t) = at+ wo.

rad. " se tiene que la aceleracién angular

S.

Si se sabe que para t = 40 segundos, w(40) = 0r.p.m. =0
esta dada por

wo 251.32 rad. rad.
= = —— = —6.2831 ——
@ t 40  s2. 0.283 52,

Integrando la ecuacion de la velocidad angular, se tiene que

1
o(t) = §at2+wot+04.

Sustituyendo la condicién inicial para ¢ = 0, 8(0) = 0, se tiene que ¢4 =0y
Lo
0(t) = 5 at’ +wot.

Por lo tanto, para t = 40 s., se tiene que

1 d. d.
6(40) = 3 <—6.2831 %) (405)% + <251.32%> (40 5.) = 5026.53 rad. = 800 revoluciones.

Problema 5. La banda que se muestra en la figura 3 se mueve sin deslizamiento sobre dos
poleas. La polea A parte del reposo con aceleracién angular en el sentido de las manecillas del
reloj, definida mediante la relacién

a =120 — 0.002 w?.
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Figure 3: Banda que se mueve entre dos poleas sin deslizamiento.

donde « se expresa en ’“;‘zd' y w en %’l. Determine, luego de media revolucién de la polea A, a)

la magnitud de la aceleracién del punto B sobre la banda, b) la aceleracién del punto P sobre la
polea C.5

Solucién. Del andlisis del movimiento del cuerpo rigido sujeto a rotacién alrededor de un eje
fijo, se sabe que

dwa _ ) =120 — 0,002
wA a0 =g = . Wy
Por lo tanto, se tiene que para la polea A
wA de 1 —0.004wAde /
120 — 0.002 % a0 0.004 / 120 — 0.002 % 4

Entonces
—250 Ln (120 — 0.002w3) = 64 + c1,

manipulando algebraicamente la ecuacion
120 — 0.002w? = e 0004 0ater — () o=0-00464

Para determinar la constante de integracién cs, se debe recurrir a la condicién inicial, para w4 = 0,
04 = 0, entonces
2 —
120 — 0.002 (0)” = cqe 0:004(0) — ¢, 0 = ca,

Por lo tanto, co = 120 y

120 — 0.002w% = 12077994 o &% = 60000 (1 — e~ *00404)

Ahora determinaremos, la velocidad y aceleracién angular de la polea A cuando ha rotado
media revolucién, es decir para cuando ¢ = 7 rad. Entonces

d.
wa = /60000 (1 — e—0-0047) = 27.3726 %

d.
s = 120 0.002 (27.3726)° = 118.50 -

5Este es el Problema 15.20 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.



De manera que la aceleracién tangencial de un punto, P*, de la banda en la periferia de la
polea A estéd dada por

rad. . mn. ies
Atpx — AT A — (11850 T) (8 ZTL.) = 9487 = 79])7
s2. s2. s2.
Puesto que no hay deslizamiento, esta es también la aceleracién de particula B de la banda —debe
notarse que el punto B estd sujeto a traslacion rectilinea y por lo tanto su componente normal de
aceleracién es nula—, es decir '
pies
ap = Qtpx = 7957
Ahora bien, para resolver el problema del punto P sobre la polea C', es necesario recordar que
el movimiento de la banda sobre las poleas ocurre sin deslizamiento, por lo tanto, se tiene que

1. Las magnitudes de las velocidas de los puntos Px, de la banda localizado en la periferia de
la polea A y el punto P de la banda localizado en la periferia de la polea C' tienen la misms
magnitud, por lo tanto

TA rad.
WATA =W Te wczwA—=43.796—
rc S.

2. Las magnitudes de las aceleraciones tangenciales de los puntos Px, de la banda localizado en
la periferia de la polea A y el punto P de la banda localizado en la periferia de la polea C'
tienen la misms magnitud, por lo tanto

A rad.
AATA = QCTC OéC:OéA—:189.GT
ro S5“.

Por lo tanto, la aceleracion del punto C esta dada por

adp = ¢ XTpjo+uwe X (W X Tpjo) =do X Fpjo— | we |2 TP/O

(—189.61%) X (5 znz) ~ (43.796) (5 mz) - (—9483 9590 z)

in.
52

Figure 4: Polea compuesta con dos cargas.

Problema 5. Una polea y dos bloques se conectan mediante cuerdas inextensibles como se
indica en la figura 4. La polea parte desde el reposo en ¢ = 0 y se acelera a una razén uniforme de



2.4 ’:‘—2‘1 en el sentido de las manecillas del reloj. En t = 4 s, determine la velocidad y posicién de
a) la carga A, b) la carga B.°

Solucién: Considere dos puntos coincidentes, P4, uno localizado en la polea y otro localizado
en la cuerda inextensible que conecta la polea con la carga A justo en el punto donde la cuerda
deja de estar enrollada y se hace vertical; similarmente, considere otro par de puntos coincidentes,
Pgj, uno localizado en la polea y otro localizado en la cuerda inextensible que conecta la polea con
la carga B justo en el punto donde la cuerda deja de estar enrollada y se hace vertical. En ambos
casos, entre el par de puntos no hay deslizamiento. Por lo tanto,

UPa potea — VPa cuerda y UPg potea — UPp cuerda vt > 0.
Similarmente,
AtPs potea — QtPa cuerda y AtPg potea — AtPg cuerda vt > 0.

Ademas, debe notarse que las velocidades y las aceleraciones tangenciales de los puntos que
pertenecen a las cuerdas, son las velocidades y aceleraciones de las cargas. Ademads, aplicando el
concepto de placa representativa, para la carga A, se tiene que

—

Pa cuerda — YPa potea — W X TP4/0 y QA = QtPy cyerda — OtPaporea — X X TP4/0O-

—

A

1

De manera semejante, para la carga B, se tiene que

— — —

B P5 cuerda — UPB potea — W X TPg/O y AB = OtPg cyerda — MPB porea — X X TPg/0O-

Este resultado indica que si la polea inicia su movimiento a partir del reposo, entonces las
cargas A y B también inician su movimiento a partir del reposo. Todavia mas, las aceleraciones
uniformes de las cargas A y B estéan dadas por

R o o o rad - 1 .\ pie
A= QtPa cucras = GtPaporea = A X TPy/0 = =24 =57k X (—gpw) =087 7.
Similarmente
- o o rad - N\ A pie
AtPp crerda = Py porea = O X Tpg /0 = —2.4 ?k X §p1e 7= —1.28—2j
Usando los métos de cinematica de la particula, se tiene que
L pies o Die Lo 1, 1 oopies o .-
UA—aAt—O.88—2] (48)—3.2?_], y TA—iaAt —50.85—2] (4s)" =6.4piej.

de manera semejante

L pie _ pie I SN pie\ - 2 I
B—aBt_—l.ZS—Qj (45)_—4.8?3, v TB—§CLBt =3 (—1.28—2>] (4s)" = —9.6 piej.

Problema 6. Dos discos de friccién A y B se pondréan en contacto sin deslizamiento cuando la
velocidad angular del disco A sea de 240 r.p.m. en sentido contrario a las manecillas del reloj, vea
la figura 5. El disco A empieza su movimiento desde el reposo en el tiempo ¢t = 0 y se le imprime
una aceleracién angular constante de magnitud «. El disco B parte del reposo en t = 2s y se
le imparte una aceleracién angular constante en el sentido de las manecillas del reloj, tambien de

SEste es el Problema 15.30 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.
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Figure 5: Dos discos de friccion.

magnitud «. Determine a) la magnitud de la aceleracién angular « requerida, b) lel tiempo al cual
ocurre el contacto.”
Solucién: Determinaremos las ecuaciones de movimiento de los discos de friccién. Para el
disco A, se tiene que
aalt) =« k

Por lo tanto, si para t = 0, se tiene que J4 = 6, se tiene que
Salt)=atk

De manera semejante, se tiene que X
ap (t) = —ak

Por lo tanto, si para t = 2 s, se tiene que Jdg = 6, se tiene que

Galt) = —a (t—2) k

Por lo tanto, la velocidad de los puntos, P, en la periferia de los discos A y B, donde los discos
se ponen en contacto,® estdn dados por

Up, = @a(t) X Ppjo, = athk x (=0.15m) j = 0.15ati
Tp, = Dp(t) X Fpjo, = —a (t—2)kx (0.2m) j =0.2a (t —2)1

Por lo tanto, si los discos se ponen en contacto sin deslizamiento, se tiene que
0.15at=02a (t—2)

Por otro lado, se sabe que este contacto ocurre cuando la velocidad del disco A es de 240 r.p.m.
en sentido contrario a las manecillas del reloj, es decir

d
at =240 rp.m. = 25.1327 2%
S

"Este es el Problema 15.31 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.
8Nuevamente se aplicard el concepto de placa representativa.



Despejando, t en esta segunda ecuacion y sustituyendolo en la primera ecuacion, se tiene que

25.1327 rad 25.1327 rad d d
0150 —————=02a (T - 2) o 3.7699% - 5.02654% —04da

Por lo tanto

o =31416"%
S

Por lo tanto, el tiempo para el cual se ponen el contacto estda dado por

‘P 25.13277¢4  25.1327 "

= = 7.0999 5.
a 3.1416 TSLQ
PN
P /Y
T 2 . x
|6” '||_. s
& e | A
AT
r;& \_f z

Figure 6: Disco Rotante.

Problema 7. El disco circular mostrado en la figura 6 gira alrededor de su eje z con una
velocidad angular en la direccion mostrada. En un cierto instante, la magnitud de la velocidad del
punto A es de 10 2= y esta decreciendo a una velocidad de 24 ZF . Escriba las expresiones vectoriales

52
para la aceleracién angular & del disco y la aceleracién total del punto B en ese instante.”

Solucién. Note que en este caso la aplicacion del concepto de placa representativa es inmediato.
De hecho, los puntos A y B estan en la misma cara del disco, se empleara, ademas, un punto O,
localizado en la interseccién del eje z —el eje de rotacién— y la misma cara del disco, de manera

que
. 2 . . 1
Taj0 = -3 pet y 'B/O = 51726]
Por otro lado, se sabe que

Jd=wk,
donde por la direccién de rotaciéon w > 0, ademaés, se sabe que

da=A10205 y au=aul;
S S

donde X\ € {—1,1}, y ademés se sabe que los sentidos de ¥4 y @:a son opuestos.

9Este es el Problema 5/23 del libro Engineering Mechanics: Dynamics, Sizth Edition. Meriam, J. L. and Kraige,

L. G. [2007], John Wiley: New York.
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Aplicando las ecuaciones que permiten conocer las velocidades y aceleraciones de las particulas
de un cuerpo rigido sujeto a rotacion alrededor de un eje fijo, se tiene que
i€ - 2 N ie A 2 "
Ta =w X Ty/0 o )\10p—j—wk><<—§piei> ) Alop—jz—gpiewj
S S

Por lo tanto,

rad ie
A=-1 w=1"2% 5= —102%;
S S
De manera semejante, puesto que los sentidos de U4 y dz4 son opuestos, se tiene que
e
atA = 24 p—2
S
De manera que
e - 2 A N
i = 24p—2 =dad xTy0=akx (——pzez) =—=qaj
S 3
Por lo tanto d d
ra ra
a=-36—" a=-36—kF

Finalmente, la aceleracién total del punto B estd dada por

1 A

d. 1 .. d\? e, je
Gp = a X 750 — w50 = —36 =k x = piej — (15— ) = piej = 1820 — 112,575
52 2 S 2 52

527

5in.

12.5 in.

Figure 7: Mecanismo con disco rodando.

Problema 8. La rueda de r = 4 pulgadas de radio que se muestra en la figura 7 gira hacia la
“izquierda”, en sentido contrario a las manecillas del reloj, de tal manera que su centro D tiene una
velocidad de 45 pulgadas/segundo y rueda sin deslizar. Si la distancia AD es de 2.5 pulgadas,
determine la velocidad del collarin y la velocidad angular de la varilla AB cuando a) 5 = 0°, b)
ﬂ — 900.10

Solucién: Aqui resolveremos exclusivamente el inciso a). Si se denomina P el punto de la
rueda que estd en contacto con el piso, se tiene que si el disco rueda sin deslizar

Up/disco = VP/piso = 0, y atp/disco — AtP/piso — 0.

10Este es el Problema 15.70 del libro Mecdnica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica. Beer, F.P., Johnston, E.R.
y Clausen, W.E., Octava edicion, McGraw Hill: México D.F.
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Cuando = 0°, los vectores de posicién estdn dados por
Tp/p = dpulg. TA/D = —2.5pulg. j TB/A = 10.677pulg. i + 6.5 pulg.].

Es importante senalar que el movimiento de rodadura entre dos cuerpos es un caso particular
de movimiento plano general. Sila rodadura entre dos cuerpos es sin deslizamiento, las velocidades
de los dos puntos de contacto y coincidentes, uno perteneciente a un cuerpo y otro perteneciente al
otro cuerpo, tienen la misma velocidad y la misma componente tangencial de la aceleraciéon. En el
caso particular de un disco que rueda sin deslizar sobre un plano, se tiene que el desplazamiento,
s, del punto D, que es el centro del disco, y el dngulo de rotacién del disco, 6, estan relacionados
por

s=rb

donde r es el radio del disco y los sentidos del desplazamiento y del dngulo de rotacién son “con-
gruentes”. Derivando con respecto al tiempo esta expresion, puesto que r es constante, se tiene
que

| Up |= tw

donde w = 0 es la velocidad angular del disco. De manera similar, una segunda derivaciéon conduce
a —el punto D se mueve a lo largo de una linea recta, de manera que no tiene aceleraciéon normal—.
| ap |= ta
donde o = w = 0. Es importante indicar que las direcciones de la velocidad y la aceleracién estan
relacionadas con las direcciones de la velocidad angular y la aceleracién angular respectivamente.
De acuerdo a la definicién del movimiento de rodadura sin deslizamiento, se tiene que

—

VUp/disco = 0.

Por lo tanto

UD/disco = ’UP/disco + @ x FD/P
l o 7 “ A~
s.
Por lo tanto l
45 P¥°9- d. d.
:7—1125ﬂ v @=112""% %
—4 pulg. . s.

Ahora determinaremos la velocidad del punto A,

ul d. .
A disco = U jdiseo + & X Fa/p = —45p89 T4 (11 25% k) (—2.5pulg.j) — _16.875 249

pulg.
s
Ademas
UA/disco = VA/AB
Estamos ahora en posicién para obtener la velocidad del collarin B y la velocidad angular de la
barra AB. Debe notarse que

6B/AB = 6‘B/collar
Uajap +@ap X Tja = vpi
pulg. ~ ~ 2 ~ 2
—16.8758—2—1— (wABk) X (10.677pulg.z+6.5pulg.j) = wvpt

12



Las ecuaciones escalares que resultan de la ecuacion vectorial son

lg.
~16.875 2% _ 4,5 6.5pulg. = vp,
S.

04+ wap 10.677pulg. = 0.

Por lo tanto

lg.
wip=0 y wvp=-16.875229
S

o en términos vectoriales

&y
I
=1}
<
I
o]
I
—
D
oo
\]
ot
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